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I. Inleiding.

Het probleem.

Wij onderstellen de volgende situatie:
1)¢ en n zijn twee grootheden, die naar men weet (Of han-
neemt) door een lineaire betrekking I met onbekende coéfficien-~
ten met elkmar verbonden zijns '

(1) L m= b+ p s ol Lo ces Sf3 S+

(Vaarbeelden: g en m zijn dezelfde groothéid, gemeten met ver-
schillende schalen, zodat T een ijklijn is;{ is een stroom-
sterkte,rw een spanning, « een onbekende weerstand, fi= 0; bij
een chemische reacties { is de concehtratie van één der rea-
gentizw-q'de reactiesnelheid, ferwijl « door de overige, on-
bekende, concentraties wordt bepaald, 3 = 0). De lijn

M =w®y +Ph geven wij met T aan,

2) Waarneming van punten van L gaat gépaard met waarnémings—
fouten in é&n van beide of beide grcotheden. Als waarnemings-
reswltaat vindt men dus in plaats van een punt Q van T met
codrdinaten (ﬁ s ') een punt P met coordinaten (x,y), waarbij
in ket algemsen %+ ¥ en/of y#<~ is.

%) Gegeven zijn n dergelijke Waarpenomen punten P (xi,yl)
(1 = 1,...,n), behorend bij onbekende punten Q4 van L, waarvan
er minstens‘twee verschillend zijn.

+

éevréagd wordt, wat, op grond van waars¢hijnlijkheidtheore-
tische 5verwegingen en met behnlp van later te preciseren
Onderstellingen amtrent de Waarschijnlijkheidsverdelingen van
de meeifouten, van de ot en gezegd kan worden.

Tn het bijzonder zullen wij verschillende échattingsmethcden‘
voor & enf3 beschouwen en enkele methoden, die het mogelijk

‘maken, voor « en [} betrouwbaarheidsintervallen te bepalen.

Tenslotte beschouwen wia nog het probleem van de schatting
van é6n van de twee coordlnaien van een punt ¢ (resp. P) ala\*
de andere codrdinast gegeven is (met of zonder meetfout),
Het sverzicht, dat in deze syllabus gegeven wqrd%,xis'n
volledig; slechts de nieuwers ev Gs.meest bruikbare*van”d”
owdere methoden worden besproken, De bewijzen zign in h
algemeen slechts schematisch aangegeven, met VQrmelﬁing
plaats, waar 2i} volledlg te vinden aijng :
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Een historisch overzicht over de ontwikkeling van dit probleem
vindt men bij A. WAID {17] en D.V. LINDIEY [12].

Waarschijnlijkheidstheoretische interpretatie; 2 gevallen.

Notaties. De eleme ntaire begrippen van de mathematische statis-
tiek worden bekend ondersteld.

De notatie van Prof. Dr D. van DANTZIG volgende, geven wij
het stochastisch karakter van een stochastische variabele
(algemeen van een stochastisch element van een verzameling)
aan door het bijbehorende symbool te onderstrepen. ') Para-
neters (ook onbekende), die sen waarschijnlijkheidsverdeling
bepalen, worden met Griekse letters aangegeven en bepalende
pararéters genoemd, stochastische variabelen worden met

Latijnse letters aangegeven. ‘

De kars op een gebeurtenis A, onder de voorwaarde B, wordi
aangegeven dooxr PB[A] of P[Aiﬁ]; dezelfde notatie wordi gebruikt
als B een hypothese voorstelts de onvoorwaardelijke waarschijn-
lijkheid van A door P[A]. de mathematische verwachting van een
stochastische variabele wordt aangegeven door het operatie—
symbool?i. s voorwaarden worden op dezelfde wijze azngeduld als
bij P. -

De waargenomen punten PoserrsBn zullen wij tezamen één
waarnemingsresultaat noemen, behorende bij de met g',...,fg
corresponderende punten Q ,..:,Q, van L. Q, zal soms het bij
P, behorende "ware" punt worden genoemd., Noemen wij de meet-

fouten in £ - en m =richting u, resp. vy, dan hebben wijs

Xi= Eo+ ouwp L= mitw i=1,.-2, N
(2) { - #oT |

/\\\.n Q(& +id

Voor de waarschiinlijkheidstheoretische'interpretatiq onder—

scheiden wij twee gevallens

Geval I. De grortheid E bezit geen waarschlgnllakheldSVerdellng
(of deze bestaat wel, masr wordt buiten beschouW1ng gelaten).
Wegens (1) is ditzelfde dan voor 1y het geval. De waarschijnlijk—
heidstheoretische overwegingen berusten in dit geval op de over—
gang van het gevonden waarnemingsresultaaﬁ naar de collectie rj
van alle mogelijke bij dezelfde punten Qi,...,Qn behorende
waarnemingsresultaten, De onderstelllngen, die omtrent de meet-

"fouten‘gemaakt zuwllen worden meken r’tot een waqrschlznllgkheidsi

- veld.

& -u-@“m-———

") Een stoqhastmsche varlabele is een’ variabeleﬁ,die een Waar~

! ,.,W

sehignllgkheldsverdel1ng bezxt.
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Indien de onderstelling gemaakt wordt, dat de paren meetfouten
(ui, v;) onderling omafhankelijk verdeeld zijn, kan men P
opgebouwd denken als productveld van n twee-dimensionale wanr-
schijnlijkheidsvelden [, (i = 1,...,n), waarbij {| het waar-
schijnlijkheidsveld is behorende bij het met Qi corresponderend
stoohastische punt P;.

Deze waarschijnlijkheidsinterpretatie wordt anngegeven
door de vergelijkingen (2) te schrijven in de vorms

(2") *;a%g-ry.;‘ *ji""li‘*".’t : AR SO ¢

—

verbonden dfor de lineaire betrekkings
(1) M « 5 fd (= tyeea™

met ti y ¥en 3 als onbekende pararﬁ:’ers, terwijl ook de verde~
lingen van u; en ¥, nog onbekende parameters kunnen bevatten.

Geval II. De grootheid § bezit wdl een waarschijnlijkheids-
verdeling (dusm ook); wij zullen dit aangeven door § en 7

te schrijven X en y(zodatz/ =« X+ geldt). Het punt @!(X,_Y)
is dan stochastlscff verdeeld over L en het probleem gaat over
in een speciaal geval van de tweedimers ionale regressieanalyse;
(2) gaat over in:

(2") ;= Xi+u j‘:u%i-f{ b2,

‘waarin E(_ien }{ verbonden zijn door de lineaire betrekking:

(1) y;uMZSH'B L= 1,...,N

met err(s als onbekende parameters, terwijl ook de verdelingen
van u:;, vV, en X nog onbekende parameters kunnen bevatten.

Het met deze situatie corresponderence wh-veld P is de
collectie van alle mogelijke waarnemingsresultaten van de uit-
gebreidheid n, waarbij de punten Q; nu echter onafhankelijk
van elkaar verdeeld zijn met een, van i onafhankelijke waar-
schijnlijkheidsverdeling,die uit de boven onderstelde waar-
schijnlijkheidsverdeling van X voortvloeit. "

Wij =zullen ons in hoofdzask bezig houden met het eerste
geval; aan het slot echter komen wij op geval II teruig;

Schattingen en betrouwbaarheidsintervallen (def;nggﬁzq_}', o

Iedere meetbare functie t = (X yeey % 1,..‘,?“} yan &@
cotrdiraten ven de stochastische punten P, bezit een wamxr-
schijnlijkheidsverdeling, die van de anekem&pw
harkelijk is. Ben dergelijke functie wordt, indien



niet van onbekende paramters afhangt, een statistische varia-
bele geroémd,

Een statistische variabele wordt een gchatting van een on-
vekende parameter € genoemd, indien haar verdeling aan bepaalde
eisen voldoet. Als minimum-eis stelt men gewoonlijk, dat i de
eerste der volgende eigenschappen moet bezitten (de vertaling
der Bngelse termen is ontleend aan D.van DANTZIG [3] p. 202
(Whr 291)):

a) 1 heet een bruikbare (Engelst consistent) schatting van
8, als

(3) lim P[l§ﬂ~@i< £18l-1 voor iedere £>@ ,

In woorden: indien 1, de schatting t voorstelt bij uitgebreid-
heid n van de waarremingsrecks (of in het algemeens steckproef)
en 8 de ware waarde van de bepalende parameter is, nadert de
kans, dat t, minder dan ¢ van O verschilt, voor iedere constante
£E>0 , tot 1 als n naar o gaat,

Aequivalent met (3) is

&4
Bij iedere £>0 en %50 isvéen natuurlijk getal W(&,d ), dat
van & en b afhangt met

(4) PU@,\-—G“I&] >1-% voor iedere n > N({,E) .
Men z egt dan, dat t, stochastisch naar 6 convergeert.

b) t heet een zuiverc (®ngels: unbiased) schatting van €
als voor iledere uitgebreidheid n geldt:

(5) Tt =6

d.w.2z. de verwachting van t, , is gelijk aan de ware parameter—
waarde is, (i.c.8). ‘

<) t heet de doeltreffendste (Engels: most efficient) schat—
ting van 8, als t een guivere schatting is, die bovendien van
alle zuivere schattingen de kleinste spreiding bezit. D.w.sz.
als voor iedere andere zuivere schatting jg’; van © geldts

. %
%G, _ tlt-tt)
% (-t t}
voor iedere n. o

Zoals reeds opgemerkt stelt men gewoenlijk san een schatting
de eis van bruikbaarheid; verder is het duidelijk, dat zuiver y
heid een zeer wenselijke eigenschap is, B}j‘de kaﬁma iuss@m*
mogelijke schattingen last men gzich. naast beoordeling . :

(6) 2 1
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nut naar aanleiding van bovengenoemde eigenschappen, uiter-
aard tevens leiden door de bewerkelljkheid van hun bereke-
ning, Dit laatste echter is uit zuiver wiskundig oogpunt
weinig intersssant en zal hier buiten beschouwing gelaten
worden.

Voor een stelsel statistische variabelen % ,..., %, , die
een simultane waarschijnlijkheidsverdeling bezitten en be-
schouwd worden als schattingen van een stelsel bepalende
parameters Q geeey ﬂﬂ, kan men op analoge wijze bovenge-
noemde eigenschappen definidren. Vgl. b.v. D.V.DAW"ZIG [3]
P. 221 en 222 {(Whr 310 en 311).

Twee statistische grootheden ﬁi en G, , die een simultane
waarschijnlijkheidsverdeling bezitten waarvoor geldt:

f < f . voor ieder element X-van het waarsch13n113k~
hc—::n.dsvei).drj worden betrouwbaarheidsgrenzen voor een be-
palende parameter~9 genoemd (of ookt het interval met I,
en“ﬁzals eindpunt~-n wordt een betrouwbaarheidsinterval

voor € genoemd) indien geldts
(1) Plt<6<%18]=1-p )

waarin p een bekende constante (0gpsl) is, die de ggﬁg*
trouwbaarheidsdrempel (Engelst confidence level) van het

betrouwbaarheidsinterval heet (of ook 1-p is de betrouw=

baarheidsdrempel; Engels: confidente coefficiemt).

Analoog voor meer dan &én parameter; een van de stochas-
tische codrdinaten X, 4...,%, 3 Y1 go ey Y, afhankelijk ge-~
bied G in de ( O, ,..., 8, )-ruinte is een betrouwbaarheids-
gebied voor ('G& g vy Om ) met betrouwbaarheidsdrempel 1-p,
als voldaan is aan

(8) P[(eig--~38m)5 @t613"‘*9mj:i”P (’U‘Fi'J“F)

II. Verschillende oplossingen.

.Qihgiﬁn_ig_ﬁkl§;n§§_;quadraten,an maximum likelihood
" methode,

Beschrijving van de methode der kleinste duadraten.

De oudste methode, Waérmee het hier behandelde probleem is .
aangepakt, is de methode der klelnste quadraten. Een

--—-.--l---

*) Indien het niet gelukt een f en t te v1nden,waarvoor (7k‘
met het gelijkheidsteken geldt moet men genoegen name~

met een 2 ~teken in de plaats daarvan. Bij dlsorete Ve

'dellngen 1s dit, indien men p van tcvuren’kéest




nls'corlsche beschouwingidaaromtrent vind'b men bij D V.
LINDLEY [12] p. 241 e.v.

Lindley beschrl;;ft deze methode als volgt:
Onderstellingen:

1) 4; (1 = 1,...,n) is normaal verdeeld met gemiddelde O
en spreiding 5,/V§Z , waarin & onbekend is, maar de
; bekend zijn. |
2) v: (i = 1,...,n) is normaal verdeeld met gemiddelde O
en spreiding & V# /Vh , waarin 3 onbekend is, maar
£ en ﬂ bekend zijn.

3) By pevny Ly Y yeeeyt, Zijn alle onderllng onafhanke-
1ijk verdeeld.

Onder deze omstandigheden volgt uit (2')s

O sip = Gt g =8 (s Vi) = 87 Agirh
‘ - s ¢ a‘& ¢

De methode bestaat nu uit het minimaliseren van de vorms
‘ Z.é' 2
. . i c 4 - Xy —
(9) | Z‘é?‘--&oc,’“/z; (g = ecxi=p)
hetgeen voor /z = $; overgaat in‘:

(9 > gelyemwxi-p)*

waarin (:q,y) de codrdinaten van de gevonden waarnemings-—
reeks zijn. Indien g =¢. fi is met bekende ¢ kan men dit

probleem expliciet oplossen (door wijziging van p4 kan €= 1
gemaakt worden), Door de afgeleiden naar « en (3 gelijk nul
te stellen en enige herleiding toe te passen, verkrijgt men

dan als kleinste-quadratenschattingen {die we met een™ aan-
geven): '}

JG-#—oc

(10) @ vt (RS-s))- kS =0
(11y = b - g__wi
Wa.ari_;fl N . : .
5":*-&2}4'3‘;" o }‘g;{_z_}‘y‘
‘ -2
(12) 4 $i =4 Zg(x-%) Sp= b Z g lp3)

5,,? = 7;{ Zji(xi"f)gﬁi “ﬁ)

") Van grootheden, voorges’celd door Grieckse letters, worden
de sthatiingen dQox dc O*JPMmﬁ"knnzc;tLge Tatiinse 1e-bters
' ergestel&q
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Uit (10) volgen twee waarden voor a ; de waarde
(1) at- b VETE  mer jn SE8

2z fxxy
mackt (9) minimaal, de waarde {-Vih# maskt (9) maximaal,

Het aantal graden van vrijheid (d.w.z. het aantal onaf-
hankelijke quadraten) van (9) is n=2; als schatting voor
$" neemt men daarom de minimale quedraeatsom (9) gedeeld
door n-2, dus (na enige herleiding)

oy 7 » * 2
1 S -~ a 'Sﬂt a & "’Su
(14) d n;‘—:—; 2 4 ?m nl—‘z *a:p 4
Opmerking: Indien er geen ¢ is met ﬂfaffv voor iedere ¢
kan men gebruik maken van een benaderingsmethodey zie b.v.
W.E, DEMING [4] en (voor hetzelfde probleem opgelost met de
meximum likelihvodmethode) R.S. KOSHAL (9] .

Bruikbaarheid van de schattingens vergwakking vaen de voor-
waarden. '

Onder bovengenoemde onderstellingen verkrijgt men door
toepassing van de methodeder maximum-likelihood (vertaling:
methode der aannemel?;kste schattingen) dezelfde s chat—
tingen voor ® en 8 ’ (zie D.v.DANTZIG|3] p. 234 (Whr 323) .
e.v. en LINDLEY [12} p. 235 e.v.). Aangezien echter aan

de op p. 221 (Whr 310) van D.v. DANTZIG (l.c.) vermelde
voorwaarden hier niet voldaan is (het aantal onbekende paras

meters, wgartoe immers ook de E; behoren, gaat met n— =
zelf naar oneindig), kan men hieruit niet, zoals vaak wel
het geval is, tot bepmalde eigenschappen van genoemde schat-
tingen besluiten. Deze moeten dus apart onderzocht worden

en daarbij zal blijken, dat de voorwaarde van normaliteit,
overbodig is, d.w.z. op geen enkele plaats gebruikt wordt
voor de hier te bewijzen eigenschappen. (Zie Iindley l.c.
peg. 237. A.A. MARKOFF [13] ontwikkelde reeds in 1910 de
theorie der kleinste quadraten zonder normaliteitsonder-

stellingen).
Wij hebben nl. als de voorwaarde van normaliteit vervangan
wordt door € « @; # 0 voor iedere ¢ en de Voorwasrde van
onafhankelijkheid van de meetfouten door ongecorreleer

. fs" = -421;4' f(’&z"ﬁf

'} De mannemelijkste schatting van 3 echter wi“‘
de kleinste—quadraten—schatting an‘igkwﬁ



waarin (met gziZ;‘i- en 4= JZ;J &

Cox-z)= {14 g)+(y.. a)f = (t,- g),.,za__ S

g
is dus z
2 2 %
Zf-) Suy = Sy
waarin 4 57

2 - 2 2 ’ . - 2
Sy=d Tgcht) S-S Y

en 5.;’,7:: A7 g (=8~ %)

‘is. De lastste vergelijkingen van (15) worden bewezen op
analoge wijze als de eerste.
Verder volzt uit 7 =%§; +/3 gemakkelijk

(16) 5 = Oﬁsé’? = 0(.;'8&

Daar - 2

gt - §)+«a‘ -G =
= Sl R g l-E) (- E) v sl

is, convergeert §;’ onder aigemene voorwaarden stochastisch
tot ‘g;; - Aangezien Lindley deze voorwaarden slechts vaag
eanduidt, gaan we hier iets nader op in.

De verwachting van de tweede term is gelijk aan O en voor
n—>ow gaat, zoals na enige herleiding blijkt, de s preiding
van deze term maar ¢ indien voor n-w 5;: =0n}) en
2;6?,5 =0(n") 4s . Dan convergeert de term dus
stochastisch naar O, De lantste term , §" » blijkt stochas-
tisch naar ~._.. cY te convergeren, indien voldaan is aan

—&vn ! f:x =
e~ oo 7;1 “j
daar in dat geval de s preiding van 5 voor n-»o naar O

'2752' is.

Onder analoge voorwaarden convergeert §; stochastisch

convergeert en f_m =

naar fs s, terwijl het bestaan van de spreiding van &«
voor 1edere i reeds voldoende is (tezamen met fcc =0 en
onafhankellakheld van de U, en 1y ) veor stochastische con—r‘
vergentie m S# tot ”§¢, ‘

Is aan deze voorwasrden voldaan, dan volgt met behulp

van (15) en (16) direct, dat de door (11), (13) en (14) 7
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. volgende stellingen:

=10

gegeven schattingen bruikbaar zijn.
Derhalve geldt:
Stelling 1: De met behulp van de methode der kleinste

AEARAERR IS4 1T 1N

quadra*’;'verkregsn‘schattingen‘

,,,,,,, o ’ "Sz _ gé:
(13)’ R = § + \/gi+ i el t [ -.ﬁ.fwznmw
e’ 4

(11) .é"‘,,o.; Q" E

(14) o™ 2 - @Sy
rne ‘4

zijn bruikbaar, indien voldasn is asan de volgende voorwaar-
deﬁ;wmuwww.m,mﬂu”u.”‘u o nE T T IEEeE T T

1) De meetfouten (i = 1,...,n) zijn cnafhankelijk ver-
deeld mgt spreidingen 5/ (met bekendeAﬁ ) en gemiddelden
0.

2) De meetfouten 2 (i = 1,...,n) zijn oonafhankeldijk ver-
deeld met spreldingen E\AQ&__(met bekenda é ) en gemiddelden
o

3) s en yzijn ongecorreleerd voor dedere (en /.

0 ,ﬂhm_m.guu‘f
L (z;.)m«m 28} = tom .vxz;zcé’w «ln A5 gl

%v}ﬂ »

Blixonder gevallen' foutlnmek

Indien % exact meetbaar is (u,= 0 voor iedere ¢) krijgt men
een bijzonder geval van het vorige (fﬂaw 3 constante » 0).
Noemenwe in dit geval U, =", dan vinden we uit (10) en
(11) door %-o» te laten gaan:

* &Z;m A Zﬁ“‘%‘
an  a’= 2 ) TN
< met 51.2 ..’Z_‘?‘ (2 ”?)
(18) é*—— - a*g ET R £i7 S
- ry t’;y nzji{;{;“g)(jz”ﬁ)

waarin Ei,...,gu bekende parameters zijn. fﬁ
Als schatting van ¢ *vinden we na enige herleiding ven
de vorm

r Z—fi"f:’"'@"g‘-“cé“j’“ :
w?
(19) 5% e (s ats, )

In dit eenvoudiger geval zijn nog minder bnﬁ&r@ﬁa&liﬁga
nodig, om de methode te rechiVaardmgen~ Eu galﬂan nl, de
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Stelling 2: Indien voor iedere & geldis 4;20 en (y=0
zijn de schattingen @ en é uit (17) en (18) zuivere
echattingen van o en [; {bij iedere keuze der g‘ ).
Stelling 3: Indien voor iedere [geldtr u;z0en £y=0
tarwijl GJ:rszy is met bekende A (en onhekande a‘),
ende meet%outen o onderling onafhankeligk vijn, ﬁijn de
schattingen «"en p"uit (17) en (18) zuiver'en beﬁittan mzj
van alle muivara schattingen, die lineamr in de W zijn
de klainste spraidingen (zij zijn dus de dneltreffend&ta
schattingen van alle schatﬁingen, die lineair in de jh
zijn}.'Tevens is

L

m st .
(20) e ( g? ~a)

een zuivere 8chatting van het spreldingskwadraat van a .

Het bewijs van stelling 2 is triviaal. Voor het bewijs
van stelling 3 vergelijke men b.v. J. NEYVMAN and F,.N.DAVID
[15}, waar men ook een historisch overzicht over deze en
algemenere stellingen uit de theorie der kleinste cuadra=-
ten vindt.

H. CRAMER [2] p. 549 e.v. bewijst de volgende van R.A.

FISHER afkomstige stelling:

Stelling 4: Is voor iedere L ? Uy -a en normaal verdeeld

met gemiddelde O en spreldingIE dan bezitten a en b norma~
le ver&elingen met gemiddelde o resp. f%V%@weldingsquadraten
f/n 5£ resp. < /n ; verder bezit (n-2)$ /d“x een

;( ~verdeling met n-2 graden van_vrijheid, terwijl

- ot (@)t
SVﬁ en Vh. ~w~«w—~~»*w4 beide verdeeld zijn

volgens een Student»verdeling met n~2 graden van vrijhelﬂ.

Hieruit ken men dus betrouwbaarheidsgrenzen bepalen voor
o , voor bij gegeven o (N.B.t a'en b zijn niet onaf-
hankelijk verdeeld) en een betrouwbaarheidsgebied voor « en
3 gezamenlijk. Tevens volgt uit deze stelling, dat voor .
dit geval (;@ri voor iedere () 5™ een zuivere schatting
van G is . '

Een ander bijm nder geval is k=1; men verkrijgt dan de
orthogonale regressielijn. Voor dit geval zijn, evenals
voor het algemene, geen betrnuwbaarheidagrﬁn%anmvaag4% @
{# bekend. De schattingen a” en b b&uiﬁtqnuﬁa_%ﬁ,@%
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5.1,

5‘ 2‘

4.2 beschreven eigenschapnen. Diverse andere methoden,
waarbij een onderstelling over de spreidingen van de fou-
ten in beide richtingen wordt gemsakt, zijn ontwikkeld.
Een aantal publicaties dienasangaande vindt men bij A, WALD
[17] p. 285 vermeld.

Uit het vorige hlijkt, dat de methods der kleinste quadra-
ten een uitstekende oplossing van het probleem geeft, als

¥ exact meetbaar is, vooral als men bovendien normaliteit
van de fouten in de » aan mag nemen. Voor het verkrijgen
van eenschatting van o« en 2 is de methode ook zeer ge-
schikt, indien ook { aan meetfouten onderhevig is, maar de
verhouding van de spreidingen der meetfouten bekend is. |
Gegevens over de al of niet normaliteit van de fout in de ~
n —richting en over de verhouding van de spreidingen kan
men verkrijgen indien het aamtal wasrgenomen punten niet te
klein is en ieder punt @ twee maal waargenomen wordt.

De in het volgende te bespreken schattingsmethoden zijn
daarom vooral van belang voor het geval, dat beide codrdi-
naten met meetfouten belast zijn terwijl er geen of weinig.
duplicaatmetingen voorhanden zijn. De methoden ter verkrij-
ging van betrouwbaarheidsintervallen, die besproken worden
in de punten 8 en 9, zijn ook toepasbaar als de hier be-
sproken methode der kleinste quadraten en die van Wald

(zie punt 5) falen.

Methode van A, WAID.

A, WALD [17] was de eerste, die (in 1940) een schattings- -
methode ontwiérp, om een bruikbare schatting van de para-
meters te verkrijgen, als de verhouding van de spreidingen
niet bekend is. De fouten behoeven ook niet normmal ver-
deeld te zijn; voor het geval ze dat wel zijn, loidt Wald
bovendien betrouwbaarheidsintervallen af voor « , voor f
bij gegeven o en een betrouwbaarheidsgebied voor o en f3  ?
tezamen. Een kleine wijziging ter vergroting van de affimif
ciency is later (1949) aangegeven door M.S, BARTIETT [1]s

Wald maskt de volgende onderstellingen: Zij n &van;{"”"
oneven n kan men b.v. het wtmgenomen punt met ,g@ mﬁ,&&@
x -waarde buiten beschouwing laten) en zij m=g» .

schik de punten P (i = 1,...,n) volgens opkl
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 uwit zijn bewijzen blijkt niet, hoe zij gemi

13-

x~ (of y-) waarden en verdeel z e in twee groepen G, en G
waarvan G, de eerste m en G, de laatste m van deze gerang—

~schikte punten bevat, 2ij T, ,..., P de groep G, en

T;)Mi yesey P ETOED G,;. De onderstellingen zijn nu:

1) De meetfouten & (i = 1,...,n) hebben alle dezelfde
verdeling met gemiddelde O en (onbekende) spreiding < en
zijn onderling ongecorreleerd, d.w.z. igc"%:o voor iz j.
Aneloog voor de % (met spreiding ¢ ).

2) fﬁt;’!;’; = 0 voor icdere i en j.

3) A g |5t (282 kH] > 0

- QO

4) Behoort B tot G, en :l; tot G, , dan is %, < E/ .

Ben korte discussie van deze ondérstellingen volgt in
punt 5.5,

¥

Als 'soha‘ttingen voert Wald nu ine

voor o« 3
m n
2 gi 2 ¥
(21) a, = s m= g
Z""i -z %
voor /32
(22) szg-avfw it j';‘{z;ﬁ 2% “Zs;‘tf."“'
2
voor J,t : ' [‘S,ZEF’Z (x; -2
. 2 . 1 4 Sx -
(23) OSunr= [5<- = , met s;.:;gz(;@—;)’
en voor ¢ s 5,(#:;’2(%,--52){;,;-—5)
(24) . m fsi-a,s
-5&,:,,, by / P 2y, ";‘}

De schattingen a ,en QV zijn, 2oals Wald aantoont,
Vs .

bruikbare schattingen van « en 3 . Indien S2 ’ _5; en §’:#

in waarschijnlijkheid naar hun verwachtingswaarden conver-
geren, waartoe een verdere voorwaarde, zoals b.vi

Ao,

<
Nn-»00 n

2 4 4 . , .

53. = 0 - £g¢~ 1?/?2. g/_:_/‘- 741 M@[ég_
voldoende is (vgl. voorwaarde 4 van stelling 1), dan zijn
ook _S_i}, en S,. bruikbare schattingen van 03 en Yy .
Een dergelijke voorwaarde Wordt door Wald yn’iet ‘genoemd _e‘n\ |
st kan worden.
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5.4, Voor het geval, dat u en v normaal verdeeld zijn, leidt

5‘ 5.

Wald betrouwbaarheidsintervallen af voor « en 3. Dit
levert geen nieuwe gezichtspunten op; voor de formules zij
verwezen naar het geciteerde artikel.

Discussie van de voorwasrden; sanvulling van BARTLETT,

De schatting a is de helling van de lijn, die de
"zwaartepunten" van Cgen.ﬁlverbindt (als men aan alle pun-
ten een gelijk gewicht toekent). BARTLETT [1] stelt voor,

~de punten in 3 gelijke groepen te verdelen, H, , ¥ en Hy

waarvan f,de punten met kleinste abscissen en H; de punten
met grootste abscissen bevat. Hij bewijst voor een spe-
ciaal geval, dat dit de doeltreffendheid van de methode ten
goede komt, d.w.z. dat de spreiding van de schatting er-
door vermindert. Verder gecft hij een duscussie van de
mogelijkheden voor de schatting van Tuen d,en ieidt hij de
formules voor de betrouwbaarheidsintervallen af, w.artaee
deze methode, naar analogie ven die van Wald, leidt.
Veorwaarde 3) van Wald gaat bij Bartlett over in

lo ing | 2 {5 5 SR

N 00 nH

en voorwaarde 4) in:
behoort P, tot H,, P, tot H,en B tat H,, dan is

gt’ < g(./ (54

Voorwaarde 3) kan, indien § , zoals gundersteld, geen
waafschijnlijkheidsverdeling bezit, geen moeilijkheden op=-
leveren. Zij houdt, daar n uiteraard eindig blijft bij
toepassingen, in, dat men de punten niet te veel op een
kluitje moet nemen..

Voorwaarde 4) is bezwaarlijker. Deze houdt in, dat de
verdeling in de groepen G, en G, , resp. H,, Hen H;,
onafhankelijk van de meetfouten moet zijn of, populair
gezegd, dat geen punt ten gevolge van de meeifout in de
E ~richting in een "verkeerde" groep mag kunnen raken.
Deze voorwaarde is nodig, om de onafhankelijkheid van dg,'
meetfouten ondanks de groepering te behouden.

o~ s e . o it e e iy

") Dezme suggestie werd oorspronkellak op’ experlmentele‘if“
gronden in iets gew1gzlgde vorm door K. R.NRIR en K, g
BA-NFRJEE [15] 3 geopperd' b R :




‘ *) Strikt genomen, dienﬁ m@n toe te voegen: en die ook nlet,
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Aan dezé voorwaarde is is b.v. bij een normsal verdeelde
fout niet voldaan. Het is echter duidelijk, dat ook, als

men weet, dat er slechts een zeer geringe kans 2 bestaat op
deze verwisseling, de methode bruikbaar blijft; de onbetrouw:
baarheidsdrempel van de betrouw baarheidsintervallen neemt
dan ten hoogste met ¢ toe. Wald geeft van dit punt een vrij
uitvoerige discussie (l.c. pag. 294 e.v.), die hier niet
gereproduceerd zal worden. Als kleine wijziging op de metho-
de van Bartlett zou men, als ¢ niet voldoende klein is en
men wel beschikt over een bovengrens voor de "range"
(variatiebreedte) van u, in sommige gevallen als volgt te
werk kunnen gaan: verdeel de punten in de volgende groepen:

}Q s bestaande uit die punten die zeker tot H; behoren
(i = 1,2,3)

Ky, bestaande uit puntern die tot Hy of H, behoren;
Ks s bestaande uit punten, die tot H, of H, behoren.

Kies nu stochastisch ("at random") een zo groot aantal pun-
ten uit kyals nodig is om kK, §n punten te geven en voeg
deze bij k; en analoog uit kg om K, te completeren. Ge-
bruiken wij mu Ky en Kj; in plaats van H, en H; dan béhouden
wij (gedeeltelijk) het voordeel van de grotere efficiency
van Bartlett's methode en maken tevens g = O, Hierbij is
ondersteld, dat u begrensd is; is dit niet zo; dan kan men

toch veelal op deze w ijze de g voldoende klein maken,

Uit het vorige blijkt, dat de methode van Wald het best
toepasbaar us, indien de "puntenwolk" Ti,...,?ﬁ de vorm van

;een halter heeft, twee puntenbollen met een gelijk aantal

punten op zo groot mogelijke afstand. Soms zal men hiermee
bij de inrichting van een experiment rekening kunnen houden.
Voor de bepaling van g is het bovendien zeer gewenst alle
waarnemingen in duplo te verrichten.

Methode van G. W, HOUSNER en J.F. BRENNAN.

G.W. HOUSNER en 4.F. BRENNAN (8] bntwikkelden een schattlngs~
methode, verwant aan die van Wald, Zij behandelden verder

§
Wy s . st nc .

etfbut 20 ha&&en kunnen uit?allen,*?

ten gevdlge van de n
dat men hlervverjgff(,zekerheid bezitq
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een speciaal voorbeeld, waarbij de doeltreffendheid van hun

-schatting groter is dan die van Wald. Een algemene discussie

van deze efficiency geven zij niet..

Onderstellingens
1) Onderstellingen 1) en 2) van Wald (zie 5.2).
2) Voor i<j is &;< g
%) Er is een £>0 gzo, dat |
Ao PL LIZ C(x;-B)|>6] =1

N~

(Deze derde onderstelling wordt door hen éls vangelfsprekend
aangenomen).

De schattingens

Voor o3

n —
R RS
(25) aHB = = tzn
ZZ (x-%) 2 ((x-%)
VoorAs ‘ v ,
(26)  bup= F-wx® . \

. Van beide schattingen bewijzen zij de bruikbaarheid.
Housner en Brennan geveh de formules in ietsg algemenere
vorm, nl. voor het geval, dat er van hetpunt D, =(3,~) 7
waarnemingen zijn verricht (i = l,..s,n)a

Opmerkingen: Voorwaarde 2) komt overeen met voorwaarde 4)
van Wald, maar eist meer. Voorwaarde 3 ) is het analogon van
voorwaarde 4) van Wald, Deze methode zal in verband met
voorwaarde 2) het best toepasbaar zijn, als de punten

. Ongeveer aeguldlstant liggen, daar dan de kans op volgorde-

verwisse%ingenrtot de metﬁode van Wald, waarbij verwisse-

lingen binnen 1eder van de twee groepen zlgn toegestaan..

") wa.z. de punten 213n gerangschlkt volgens opkllmmende
waarden wvan de "ware" abcsissen, I.h.a, zal men tot deze

rangschikking alleen in staat zijn door de punten volgens
dﬁkiimmende'xhwaaideﬁ~té ordenen; voorwaarde 2) houdt dan
in, dat de verschlllen tussen de g -waarden zo groot 213n,

'dat de meetfouten de volgorde niet kunnen verstorem,



7. Onzuiverheid van de schattingen a”, g, en g,

7.1.

/1

Van de kleinste-quadraten-schatting (in het algemene geval), -
de schattingen van Wald en Housner en Brennan wordi slechts
de bruikbaarheid door de auteurs bewezen, aan de zuiverheid
of onzuiverheid wordt geen aandacht geschonken, Men kan hier-
over echter het volgende opmerken: |
Verwisselt men bij genoemie methoden de twee codrdinaat-
assen en past men vervolgens dezelfde schattingsmethode toe,
dan verkrlggt men dezelfde lijn als schatting van T als oor~
spronkelijk. Met endere woorden, men vindt &&n 113n en ,
niet twee verschillende, Zoals in d. gewone regressieanalyss.
Dit feit leidt er echter toe, dat de schatting in het alge-
meen noodzakelijjkerwijze onzuiver is, zoals men als volgt
kan inzien:
De vergelijking:
{1) 7:&%-&-[’)

- kan men ockfschrijven‘als

e % a<’7

Te 2

: schikklng naar opklimme nde y~Waarden. [’ - IR

Is nu g de schatting van o, dan v1ndt men door verwis-.
seling van de assen*w als schattlng van = “ . De eigensc ﬁapfku;f
die aan @ ten opélchte van & toekomen, moeten dus bok agil . =
ten opzichte vaniQ toekomen, dus-als

fa-«

is, dan zou ook

N

, féi T
moeten zijn. Daar echter (indien /P[QJ’OJ 1 is) geldt:

(28) A et

'fﬁ?fa

tenzij a één waarde'met“waarschijnlijkheid 1 aanneemt, ig
dit in het algemeeﬁ&niet het geval.

In plaats van de gewone zujiverheidseigenschaps

ga,-_-zO(— -
kan men echter ook de elgenschap van "mediaan—zulvefhexdﬂ

-n--.——p-q--—

'} Bij de methoden van Wald en Housner en Brennan geld? d&
' slechts, als de groepering resp. volgorde bij rang%chlﬁ
king”naar opkllmmende x—waarden dezelfde is als big ramg



beschouwen; wij kunnen a medisan-zuiver noemen, als geldts

d.w.,z. als de mediaan van de verdeling van g gelijk aan
is. Daar voor de mediman (mits Pl2>ol-1rsfais) geldts
(30) Moo 2 o __1 |

2 Aeod @

kan de eigenschap van mediaan-zuiverheid bij schattingen van
de in het vorige punt beschreven gsard wel vervuld zijn.
Inderdaad geldt voor de schattingen 2 en q . van Wald er

(1))
van Housner en Brennan:

(31) MAMed @, = Madl @ g = X
Immers in beide gevallen is:

o= XE (ot - vy

dus
?t. ?44 = X {(X-2,) - oz{er.c.gg + (¥ -¥2)

duss i
m n m
o(. ,;~Z°.&,)+Z_41:~Zc¢,
(32) Q"'kf = o ~ 1 ::1 1 s
2_%i ~ 2 x,
* m+d
en . .
I ofsme-sy) + 2T (=)
(33) gH;B: X - V ‘;:((.' ¢ 4 ;{t‘ A

22 (%, -xg)
<t

In beide vergelijkingen is de teller van de tweede term
van het rechterlid symmetrisc%e?*g‘eﬁ is, als y;en ugde-
zelfde verdeling bezitten. Daar de verdeling van de noemer
niet onafhankelijk is van die van de teller, kan men niet
concluderen, dat deze breuken symmetrisch verdeeld zijn,
maar wel, dat hun mediaan gelijk san nul is, dasr de noemers
in beide gevallen steeds positief zijn en de tellers de me*

diaan O hebben.

?ns' In beide geva}_len is
(38)  bop+a-a)E - (@F-T)

—

. Daar echter de mediagn niet, ioals hhe't; gemiddelde, de
éig*enschap van additiviteit bezit en «-e in het algemeen niet
symmetrisch verdeeld is (bi} symmetrisch verdelingen is de i
medinan wel additief), 1ijkt het niet eenvoudig, voorwaarden
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aan te geven, dié gqtot een mediaan-zuivere schatting van ﬁ?
makens,

Betrouwbaarheidsgrenzen voor & en (3 zonder onderst@llingyvah\

normaliteit van de fouten.

Op de Statistische Afdeling van het Mathematisch Centrum zijn
enige methoden ontworpen ter berekening van bedrouwbaarheids-
grenzen voor « en (3 zonder de voorwaarde van normaliteit

van de meetfouten, die in dit en het volgende punt besproken .
worden. é

De onderstellingen, die bij de eerste methode (J+ HEMELRIJK
[7]) gebruikt worden, zijn verschillend bij het bepalen van
betrouwbaarheidsgrenzen voor « en voor [> ,

Voor het bepalen van een betrouwbaarheidsgebied voor « wordt
onderstelds "

la) De meetfouten &, en 7 hebben een 51multane waarsch1}n~
lijkheidsverdeling, die onafhankellgk is van. i.

~1b) De kans, dat het punt (&%) op een gegeven rechte
1lijn in het (&, % )-vlak ligt, is gelijk aan 0 voor iedere
1ijn in dit vlak.

lc) Noemen wij het "ware" punt met kleinste abscis &, en

het "ware" punt met grootste abscis &,, dan kan men de bij
®, en @, behorende punten R, en P, aanwijzen onder de punten

’P (1 = 1,.--,1’1)’

Voor het bepalen van een betrouwbaarheidsinterval voor A
onder de hypothese, dat de helling d’gélijk is aan een gege=
ven waarde a wordt ondersteld:

2) De meetfouten u; en ¢ hebben voor jedere i een simul-
tane waarschijnlijkheidsverdeling, die van i afhankelijk kan
2ijn, maar waarbij voor iedere i de kans, dat % aan de éne
zijde van'L ligt gelijk is man de kans, dat P, aan de andere

') w«; en v; behoeven dus bij een zelfde i niet onafhankelijk
van elkaar verdeeld te zijn; wel is de verdeling wvan de
paren (%,%) en (4, vx) voor j4i onafhankelijk.

_") Deze onderstelling is van dezelfde aard als onderst9111mg:

4) van Wald (zie punt 5.2),zij het iets zwakker. %2ij ken
nog enigszins worden verzwakt; dit zal hier echier niet
worden behandeld. In de gencemde publicatie wordt hier

. - over iets meer gezegd.
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zijde ligt, terwijl de kans, dat %, op T ligt gelijk is eap

-20 -

0.

Veor de bepaling vaneen betrouwbaarheidsgebied voor x en
gezamenlijk wordi gzowel la)...c) als 2) endersteld. i

Betrouwbaarheidsgebied voor & .
Een betrouwbaarheidsgebied A voor « met anbetrouwbaarheids;%
drempel
(m+ 1) (™ +2) < < peor)
(35) P = vg(ﬁnj /OF”" 7 ) :
wordt nu gevormd door die waarden a, die voldoen san het |
volgende criteriums |
Trekt men in het (3)7 Y~vlak(dat tevens {x,y)=vlak is),
door B en %, twee ovenwijdige lijnen L, en L, met richti
codéfficient a, dan bevat de strook, die begrensd wordt de
L, en [4,. (dezo lijnen niet inbegrepen) hoogatens n=m=3 van
de punten P(i = 2,..,n-1). |

Bewezen dient dan te worden dat
fme1) fm+3)

is. Dit bewijs berust ep het feit, dat de afstand %; van F;
tot L (4 = 1,...,n), gemeten in een willekeurige vaste rich-
ting, onafhankelijk van elkaar verdeeld zijn met dezelfde
verdelingsfunctie voor iedere i, Uit het feit, dat alleen dan
o niet tot A behoort, als minstens n-m van de afstanden %
gelegen zijn in het afgesloten interval met ¥, en 1, als
grenzen, voi_gt (36) met behulp van een eenvoudige redenering.
A bestaat uit een eindig santal intervallen. Indien men door
R en B twee everwijdige lijnen kan trekken, waartussen alle
overige punten % gelegen zijn, gaat A over in 88n interval.
Dit is steeds het geval als de meetfouten niet te groot zijn
in vergelijking met de afstand van &, en @, tot de overige
punten &;. |

Betrouwbasrheidsinterval

Een betrouwbaarheidsinterval B voor A bij gegeven x>a met

onb etrOuwbaarhei dsdrempel
-3

ieo

Vez‘krljgt men-door de lijnen L, en Ly, door T resp. 7 met
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richtingscoéfficient a evenwijdig te verschuiven tot aan
iedere zijde van de strook, die zij begrenzen, precies %

van de punten 7‘3 gelegen zijn, terwijl op beide nieuwe lijnen
Lyem L, minstens &én van de punten R ligt (zodat zij niet
dichter bij elkaar gebracht kunnen worden, zonder dat aan.
minstens één van beide zijden het aantal buiten de strook
gelegen punten groter dan k wordt). De doorsnijding van

deze strook met de 7 —as is het betrouwbaarheidsinterval ‘
B. Het bewijs van deze stelling volgt gemakkelijk uit on-
derstelling 2).

Betrouwbaarheidsgebied voor « en (® gezamenlijk.

De bepaling van het betrouwbaarheidsgebied voor « komt
overeen met het vaststellen vaneen criterium ter verwerping
van de hypothese, dat X de waarde a bezit, waarbij de kans
fr bestaat, dat & zelf aan dit criterium voldoet. Evenao
komt de bepaiing van het betrouwbaarheidsinterval voor A
onder de voorwaarde «-a neer op het vaststellen van een
criterium ter verwerping van de hypothese, dat (> onder de
voorwaarde &= a de waarde b bezit, waarbij de kans p, be-
staat, éatﬁ zelf aan dit criterium voldoet.

Van deze twee criteria is het eerste gebaseerd op de
plaats, die %, en %, innemen in de naar opklimmende grootte
gerangschikte rij getallen (i = 1,...,n) (het is dus onaf-
hankelijk van het teken van de 2, ), terwijl het iweede cri-
terium invariant is tegen permutatie van de punten ZDL (on
Juist van de sekens van de 2, afhangt). Hieruit volgt, dat de
twee criteria onafhankelijk zijn, zodat de kans, dat hetzij

o aan het eerste, heitzij ;2 aan het tweede criterium
(als daarbij van de ware richting x gebruik gemaakt wordt)
voldo':at, gelijk is aan

(38) P=Ft PPy

Laat men @erhalve @ alle waardcen van A doorlopen en be=
paalt men bij iedere @ het bijbehorende interval B dan vormt
de zo verkregen verzame ling van punten (a,b) een betrouw-
baarheidsgebied door het punt («,?) met onbetrouwbaarheids-—
drempel p.

Ter verduidelijking van de methode geven wij in fig. 1 voor
een eenvoudig geval de constructie weer. '
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;}3. L =13 M g {u 1
P’_u O_,G#-Sj Pa= 0,009

In deze figuur stelt A de heek van richtingen voor,.die
een betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheidsdrempel
Pr = 0,039 voor de richting van I vormen: Voor de heide
uiterste richtingen zijn de intervallen (7 ,7) resp..

(7, ,'7;') betrouwbasrheidsintervallen voor /3 onder de voor=—
waarde, dat & de bijbehorende waarde bezit, mel onbetrouw-
baarheidsdrempel p,= 0,004. ;

Het door de gebroken lijnen T S,# en 75,{, begrensde
gebied G van het (§ ' )=vlak vormt nu een betrouwbaarheil
gebied voor L met cubetrouwbaarheidsdrempel A +A~pA =0,(
in die zin, dat de kans, dat dit stochastisch gebied L ge~
heel bevat = 0,957 is, terwijl omgekeerd niet iedere lijn
die er geheel in ligi, een a en b bezit, die tot het simul-
tane ,WmuwaQi&sgebieﬁ voor & en 3 behoren. Wel 4s

| ﬁi‘%ﬁ&% fm ‘a‘ s‘-ﬁead& het geval, maar de b behoeft niet tot

met behulp van deze a geconstrueerde beirouwbasrheids-
S ; s \-‘ =eob.hetroimbagarheidsgebie d VQQE L ’
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de verzameling van alle lijnen, die geheel in G liggen.
Ben kleine complicatie doet 2ich verder voor, als een
1ijn als b.v. EZ} in figuur 1 de lijnen 1;5, en 4 S,
snijdt. Het van de hoek 75, &, afgesneden gedeelte be-
hoort dan ook bij G. :

Het betrouwbaarheidsgebied voor « en > gezamenlijk kr
in dit geval ongeveer de in figuur 2 getekende vorm (het
gearceerde gedeelte van het (a,b)-vlak).

8.7. De hier beschreven methode is, zoals uit de constructie en
uit veorwasrde 1.c van 8.2 blijkt, vooral geschikt, indien
de meeste punten vrij dicht bij elksar liggen, terwijl zo-
wel links als rechts van deze puntenwolk minstens één punt
gelegen is..Dit is dus juist in die gevallen, waarveor de
methoden van Wald en die van Housner en Brennan, evenals de
in het volgende punt nog te bespreken methoden minder doel-
matig 2ijn {i.hib. ook in verband met de voor de verschile
lende methoden variérende eisen omtrent invarlantle van de
vulgcr&e $.0.v. de meetfouten).
 ILineaire transférmaties van het assenstelsel laten de
«Wijﬁe van constructie inveriant. Dit kan het graphisch nit-
’vaaren v&n‘de constructie soms vergemakkelijkena Nadat deze

"waard ialden dan enkele berekeningen van hellingen




9.1.

9.2.

gt 3:

tot de precieze betrouwbaarheidsintervallen.
Uit deze methode kunnen enkele eenvoudige toetsen voor
bepaalde hypothesen omtrent L worden afgeleid.

Methoden van H. THEIT.

H. THEIL [16] heeft twee methoden ontworpen, die weliswaar
opgezet 2ijn in het kader der regressieamlyse, moar die
ook op het hier besproken pro‘éleem kunnen worden toegepast.
Wij lichten uit zijn (nog niet verschenen) artikel die ~-
len, die relevant zijn voor het hier gestelde probieem.

De eerste methode berust op de volgende onders

Voor de bepaling van een betreuwbaasrheidsinterval h

1) Is <§ dan is eok x;<z; . (vgl. 6.2).

2) EBén van de beide volgende onderstellingen moet ver-
vuld zijns - .

8. De meetfouten w,en ¥ ¥: (i =1,...,n) hebben voor iede-
re i dezelfde szmultane waarschijnlijkheidsverdeling; de

paren (4. ,v;) en (&, v} zijn onafhankelijk woor i j; de

verdellngsfunctle van z_q ~-Xu; 1is continu in de mediman,

b. De meetfouten zijn alle omafhankelijk van elkaar ver-
deeld; ieder van hen is bovendien symmetrisch verdeeld, ter-
wijl de mediaan van 4 voor iedere i dezelfde is; evenzo de
mediaan van ¥; veor iedere i. ‘De verdelingsfunciies zijn
alle continu in hun medianen. . '

Voor de bepaling van een betrouwbaarheidsinmterval voor £
onder de hypothese &= 3, wordt bovendien onderstelds

3) Med (¥; -« )= O voor iedere i.

De betrouwbserheidsintervallen worden nu als volgt bepsalds
2ij de rangschikking E heesy 323, verricht naar opklimmen-—
de grootte van x; en zij m=4n (met eventuele weglating) van

‘het middelste punt).:2ij verder:

(39) e *‘;:"‘”":**“
Wegens (vel. 7.2)
' }r‘ ﬁ#nﬂﬁfﬁt «mu) Kftte = Gpmec )+ (¥7 = Yomad )

¥) is voldoende, maar noodzakelink is strikt genomen

Eﬁﬁiﬁsg:ﬁat L{ g -, . )=V~ ¥, ) voor iedere
: mediman O heeft.
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is dan
(40) Aol a; = X<

indien voorwaarde 1) en 2) vervuld zijn.

Rangschikt men nu de gevonden o,(i = 1,...,n) volgens
opklimmende waarden en ist ‘

—“med ”n

(41) pr= 7 f}. ( /
dan zijn de vfen de {m-2+1)% van deze rij der a, de uit—
einden van een betrouwbaarheidsinterval voor of met onbe~
trouwbaarneidsdrempel /t;, .

Voor 2 kan men, onder hypothese «=a , een betrouwbaar-
heidsinterval afleiden op dezelfde wijze als bij de vorige
methode (zie B.4.), Bezit dit betrouwbaarheidsinterval de
onbetrouwbaarheidsdrempel A; en duiden wij de twee inter-
vallen aan met (& ,2;) en (4,4,), dan is:

(42) ?[“1 XE@y3 b SRS by ] 2 (1-pallt-p) v

zodat men een rechthoekig betrouwbasrheidsgebied voor o« en
3 gezamenlijk heeft. De reden, dat men in dit geval geen :
betrouwbaarheidsgebied voor het punt («,(3) van de in 8.6
beschreven vorm verkrijgt, is dat in dit geval de in 8.5
genoemde onafhankelijkheidsvoorwaarde niet vervuld is. -

i

Detwsade methode bezit vermoedelijk het voordeel, scherper
te zijn dan de vorige. De berekeningen worden echter veel
uitgebreider, daar hierbi} niet slechts van §» hellingen
gebruik wordt gemaskt, maar van de hellingen van alle moge-
lijke verbindingslijnen van puntemparen ] % (het verschil
met de eerste methode,vertoont een zekere analogle met het
verschil tussen ge me‘hhode van Housner en Bremnan en die van
Wald). '

Voor het bepalen van een betrouwbasrheidsinterval voor ¥
worden de volgende onderstellingen gema '

_ ‘l‘) Is ,g"<§j dan is 'Zt"tf .
 2) De meetfouten «; en ¥; bezitten voor iedere i dezelfde

-ﬂ-‘.

simultane verdeling; de paren (4,%:) en (“J ,‘ﬁ,;) zijn onaf~

” ‘h&nkelijk verdeeld voor i% j; de grootheid ‘-2 ¥ 1is
-uont:mu verdeeld voor iedere constante a (diws %i in Het

Jevlak 18 voor jedere vaste rechte lijn de kans, dat
w}.‘y}) er G’p lig't ‘gelijk aan nul),
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9.5. Het betrouwbsarheidsinterval’wordt nu als volgt bepaslds

De rangschikking B,..., R zij weer zodamg, dat =z <
is voor ¢ </ » 213 verder

) gy A eyl
Y, x -z

met 1 = 1,..., n=l en j = i+l,...,n. Dan is 2,/ >« dan en
slechts dan als #y-eks < ‘:? -7 Vullen wij voor o een
willekeurig aangenomen getal a in, dan is het aantal gwalw’
len, waarvoor v -a«>vi-ad (met i<j) is, voor ieder
waarnemingsresultaat bepaald. Dit aantal, dat behalve van
het waarnemingsresultaat ook van a afhangt, noemen wij g//;
g{a) is een stochastische variabele op de collectie van

alle mogelijke waarnemingsresultaten.
" Nu is de verdeling van

$ g fa)
(44) T=1- 2 /(Z‘)

bekend, onder de hypothese dat de grootheid ¥: -2 %; onaf-
hankelijk van i verdeeld is (zie M.G. KENDALL [10] [11]; €
heet de rank correlation coefficient, hetgeen men zou kunnen
vertalen met rangcorrelatie coéfficient). Aan deze hypothese
is in ons geval voldaan als a=« is, terwijl bij toenemende
afwijking van « de kans op grotere g toencemt., Neem? men nu
T %o, dat

/
(45) Plow2eil= i
is, en rangschikt mende a, volgens opklimmende waarden
(ayly < - < (o, |
dan zijn de v¢ en de ((2)-2+2 )¢ van deze rij de uiteinden

van een betrouwbaarheidsinterval yoor < met onbetrouwbaar-
' ‘ heidsdrempel joy 3

(46)  Pliay ¢ = £ (j)sg).,, 15 rp
Voor f3 gaat men te werk als bij de eerste mcethode.

9.5. Deze methoden zijn, zoals in de betreffende publicaties zal
Eligken, voor #elerlei generalisatie vatbaars het aantal
variabelen, waarvan Y lineair afhangt kan willekeurig groot
gemaakt wordeni de 11neawr1telt van het verband kan getoetst
worden tegen convexltelt- uitbreiding tot vergelijkingen
van hogere graad is mogelijk; stelsels vergelijkingen met
onbekende parameters kunnen op deze wijze worden behandeld.
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In verband met voorwaarde 1) zijn beide methodes, ;m«\ :
die van Housner en Brennan, het best toepasbaar; ala @a
punten ¥, engeveer aequidistant liggen. '

Het geval, dat ¥ een waarschijnlijkheidsverdeling bezit.

In 2.2 zijn twee verschillende situaties genoemd, sangeduid
als geval I en geval II. Hoewel deze gevallen betrekklng heb
ben op geheel !verschillende problemen, kan er toch een nauw
verband tussen gelegd worden.

In geval T bezit § geen waarschijnlijkheiés@eiﬂeling en
worden de coSrdinaten van de punten €, ,..., &, opgevat als
enbekende parameters van de waarschijnlijkheidsverdeling van
de x, en ;« . Dit doet zich b.v. voor als men door de in- |
rlchtlng van het experiment de grootte der g min of meer
naar w:xllekeur kan bepalen ook al kan men ze niet exsct
meten.

In geval II bezit % wel een waarschlgnlljkheldsverdellng
(en we schrijven dan X in plaats van & en Y in plaats van
% ). Deze situatie kan zich b.v. voordoen, indien X en Y
in principe meetbare grootheden zijn, maar men, om &&n of
andere reden, alleen over onna uwkeurige metingen beschikt
(de nauwkeurige meting kan b.v. een niet beschikbare appara-
tuur eisen of te veel tijd in beslag nemen). Dear x en ¥
nu ook een simultané waarschijinlijkheidsverdeling bezitten,

" kan men de X en )/ geheel uit het vraagstuk elimineren en alw~

dus tot de gewone regressieanalyse overgaan, Indien echter

B X en y b.v. natuurkundige grootheden voorstellen, is het

zeer wel mogelijk, dat het verband tussen X en y wel, maar
dat tussen x en g niet van uiteindelijk belang is. Bovendien
behoeft er tussen x en ¢ geen lineair werband te bestaany

als dit met X eny wel het geval is. LINDLEY [12] bewijst

dlenaangaande de wmlgende stelling:

.................................................................................

deelda stmchastische varlabelen z:13n, me‘t fﬁ f"’" 0
en 1n<in_en ge’lcl'b' '
g._.{x-}-ﬁ ; gzx-%bt— y ty"f‘g‘

"“s,no@dzakelijk en voldoende, opda‘c de regres31e van ¢

t
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(47) C{E:x ; ::.OCJx‘l‘(s
is voor iedere X, dat _voor de karakteris%ieka func'tiea
Z, % a"f o z m“z‘er’* +)

................................

(L TN T

(48) Ly o) = &Zc_e_ (f)} e
en
(49) A=+ e-u) EX

Opmerking: 1. De in deze stelling geneemde noodzakelijke
en voldoende voorwaarde betckent b.v. voor het geval, dat Z\‘
normaal verdeeld is, dat « ook een normale verdeling moet be—
zitten. Daar bovendien in het algemeen een macht van een
karskteristieke functie zelf geen karekteristicke functie is,
wordt door (48) aan het type van de verdeling van X een ster-
ke beperking opgelegd..

2. Uit de stelling voigt verder direct, dat

ocl
o~ o’ 20

aus o< fod! | < o}

moet zijn, terwijl o en: o hetzelfde teken bezitten.

Wij zullen in deze paragraaf geval II beschouwen zonder eli~-
minatie van X en >/ .

2. Notaties: Een waarnemingsresultaat H ,eee, ) geven we aan

met P , w_aarbij P het punt (% ,...s Xn, Jaaeens fa) van een
2n-dimensionale ruimte R voorstelt. De bij ¥ ,...,R beho-
rende punten &, ,..., ®,geven we tezamen aan met & , waarbi]
@ het punt (X, 4., X, yi seres Vo) in cen on-dimensionale
ruimte 5 voorstelt.

(¢ bezit een waarschijnlijkheidsverdeling in 5 , waarvan

we de verdelingsfunctie

F(x,,*.,x,,,yi,...,yn)

v‘erkart aangeven door

F (&)

’) "—f——.‘.w‘ be‘i;ékanm is per definitie gelijk aan,

A
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Tevens bezit P , voor ieder punt @ van S , een voorwaare
delijke waarschijnlijkheidsverdeling inR , onder de voor—
waarde (=@ . De verdelingsfunctie van deze voorwadrdelijke

waarschijnlijkheidsverdel ings
G (11;"‘3 LY 31 y"-a'&'n i ‘wX,, . )},‘-X., %Vﬁ’ ‘]n " &?ﬁ"}h}

geven we verkort aan door G(P|&)en de onvoorwaardelijke ver

delinsfunctie G{xyeXmsyes-o9n) van P in R door: G (P,
Wij hebben dan de volgende betrekkings

(50) G(P) = [ G(PIG) dF(a@
S

De in de vorige gedeelten afgeleide schattingen e (van )
en b (van ¢ ) zijn berekend onder de hypothese, dat & een
bepaald (zij het onbekend) punt van 5 is, en zij bezitten
onder deze hypothese een waarschijnlijkheidsverdeling, waar-
uit hun eigenschappen zijn afgeleid. Hetzelfde geldt voor de
stochastische grenzen van de voor « en (3 afgeleide betrouw=
baarheidsintervallen, Wij zullen hier een schatting a van «,
daar deze door P geheel bepaald is, aangeven door

a (P)

en be'trouv}baarheidsgranzen voor « om dezelfde reden door

@s= @, (P) #m  a,= @, (P)

Beschouwen wij nu de methode der kleinste guadraten voor het
geval, dat de meetfout « in de x -richting identiek gelijk
aan nul is, dan zien wij (zie 4.3), dat de voorwaarde van
s‘telling 2 , 3 en 4 voor ieder punt @ van S gelden, mits
slechts de algemene eis, dat er onder Qi,..., (¢, minstens
twee verschillende punten voorkomen, vervuld is., Wij onder-
stellen nu, dat de waarschijnlijkheidsverdeling van @ in 5
zodanig is, dat de kans, dat hieraan voldaan is, gelijk is
aan 1 en laten deze voorwaarde verder buiten beschouwing.

Dan geldt:

“.,_L,‘ behoeven dus niet onafhankelijk verdeeld te
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Bewiis: Dit bestaat uit twee delen:

1) Indien voor een schatting &« van « in stelling 2, 3 of 4
bewezen is, dat zij zuiver is, betekent dit, dat mu geldt,
(51) %, 2= {am}qm(w;@; .

is voor iedere &@eS .

Een dergelijke schatting is dus voorwaardeli;
onder de voorwaarde &®-& , voor iedere @eS. .
echter ook onvoorwaardelijk zuiver, immerss

(52) fa = 7/2’01"3)065(70)':- [P atG(PIG) « Fla) =
RS

= faF (@) [al?) LG(PIE) = a:{wm)m o
5 R

Hetzelfde geldt voor de andere in stelling 2; 3 en
noemde schattingen. ’

2) In stelling 4 is voor « een betrouwbaarheidsinterval afg
leid. Geven wij dit aan met ( 2,, @,), dan geldt:

(53) Plo<x<alg=-@l=12-p
voor iedere  eS .

Derhalve is ook onvoorwasrdelijks
(54) Pla®yca<a:®)]. [wrq) Pla<x<a| @@l =
5

= (1-:b){dﬁ‘(m»= 1-p.

Aanloog voor het betrouwbaarheidsinterval voor {3 en het
betrouwbaarheidsgebied voor & en 3 gezamenlijk.

De overige in het vorige gedeelte vermelde resultaten laten
zich niet zo volledig van geval I op ge_yal II overbrengen,
daar deze resultaten gebonden zijn man voorwaarden betref-
fende @ , die in het algemeen niet voor iedere & van
vervuld gijn. Deze voorwaarden, die wij nevenvoorwaarden

Zullen moemen , 2Zijn:

Voorwaarde 4) van stelling 1 (zie 4i2);
voorwaarde 3 én 4 van Wald (zie 5:2);
voorwaarde 2 en 3 van Housner en Brennan (zie 6.2)3
voorwaarde l.c van 8.2
orwsarde 1 van 9.2,




Gedeeltelijk zijn deze voorwaarden gebruikt voor het af-
leiden van betrouwbaarhe idsintervallen, gedeeltelijk voor :
het bewijs der bruikbaarheid van bepaalde schattingen., Voor
ieder van deze methoden gelden nu de volgende beschouwingen:

1) Voor betrouwbaarheidsintervallent

Indien V verzameling van alle @ uit S is, waarvoor aan
de betreffende nevenvoorwaarde voldaan is, dan is een onder
-de hypothese &-& afgeleid betrouwbaarheidsinterval, met
onbetrouwbaarheidsdrempel p , tevens een voorwaardelijk
betrouwbaarheidsinterval, met dezelfde onbetrouwbaarheids=—
drempel, onder de voorwaarde &€V . (Bewijs analoog aan het
tweede gedeelte van het bewijs van stelling 6). Is

(55) PLl@eVi=1-9

dan is het betrox‘zwbaarhéidsinterval tevens een onvoorwaarde-
lijk betrouwbaarheidsinterval met onbe’crouwbaarhe;ids‘drempel

£ p*q ')

2) Voor bruikbaarheid:

Aangezien dit een asymptotische eigenschap is, d.w.z. een
limieteigenschap voor n~w schrijven wij S, voor S en @M
voor &, Als er nu een rij deelruimten V is, met V,c S5, ,

zodanig, dat de betreffende nevenvoorwaarden gelijkmatig in

h vervuld zijn voor Ce‘“’s“\/; » 8eldt voor een onder de voor~
waarden

G™ - @™ e @™eVy

bruikbare schatting e, van « :

(56) PLiansicela®™= @535 wore n» g d)

Is nu

(57) PLe™eV, ] = 1~9,
- met | ‘

| (‘58) b ga=0

ﬂ—iﬁo

') Geheel amloog kan men bewijzen, dat de in 7.2 genoemde

‘ mdmn«mmerheld van @, en g, als schattingen van o
lwmcxr gevai IT overgaa*b in een voorwaardellake mediaan-
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11. 2.

11.3.,

dan volgt (analoog aan de bewijsvoering van stelling 6)
(577 Pllan-uice] > 2-8-g0 v n>NES)

zodat de schatting ook onvoorwaardelijk bruikbaar is. Ver—
gelijk in dit verband ook WAID [17] punt 8.-

IIT. Schatting van &&n cobrdinaat, als de andere gegeven 3s.

Het probleem .

Gegeven zijnin punten t, ,..., I en de voorwaarden, die
nodig zijn, om uit deze punten volgens &én der beschreven
methoden schattingen van «en P te bepalen. Verder is van
een M+1)% punt F de codrdinaat x, gegeven.

Gevraagd wordt een schatting te geven van de codrdinaat
’7; (resp. \/ ) van ¥ en van deze schatting de eigenschappen
na te gaan. ')

Geval II, In geval IT bezitten de punten Pﬁ yo .-,’Pn en Ec
een simultane waarschlgnllgkheldsverdellng, zodat men het
problenm kan zien gls de vrasg naar de eigenschappen van de
verdeling van g, en in het bijzonder van Yo , onder de
voorwaarde Xo= Xo , terwijl aan de coordlnaten van’P 9o J.,.
geen voorwaarden worden opgelegd. Dit is de beschouwingswijzec
der regre‘ss;eanalyse. _

Geval I, In geval I bezitten de punten 'P&, oo ,:En en?m even-
eens een simultane waarschijnlijkheidsverdeling, nu echter

- met de cowdina‘ten der punten @.,..., GZn‘ en &,als onbekende

parameters. Men zou hler het probleem op dezelfde wijze kun-
nen stellen als onder geval II, voor zoverre het %. betreft;
:"Zo' echter bezit geen voorwaardelijke waarschijnlijkheids-

+ verdeling onder de voorwaarde 2= chen in het algemeen is

juist _%;'b‘elangrijk (en niet g,,._). Het ligt daarom voor de
hand . te trachten een schatting van 7 te geven zonder de
voarwaarde ,,._x ‘te stellen.

Indlen men he't probleem voor de twee gavallen op deze
twee verschlllende wi3zen irrtez;nreteert; treed’b in het

-—.———-.—.— -

%) De formulering met - 6‘,49';.9415 gegeven. codrdinaat en te schat-
 ten abscis van R ontsteat door verwisseling van de

- coSrdinasimssen uit de hier gegeven formulering.

‘/ o
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geval van exact meetbare § resp, X een verschil in resul-
taat op, waarover in de litteratuur nogal wat te doen is
geweest (zie b.v. A, WAID [17] p. 298 e.v., C. EISENHART
[6] en D.V, LINDLEY {12] pe 231 e.v.). Wij zullen dit geval

nader beschouwens

Schatting van de abscis bij gegeven ordinaat, als de abscig
foutloos is.

In het geval «=0 kan men volgens de methode van 4.3 (stel-
ling 2), indien de dsar gemsakte onderstellingen vervuld
zijn, met behulp van E ,..., P, zuivere schattingen T en b
voor « resp. [ afleiden, die dan (volgens stelling 6) voor

beide gevallen zuiver zijn. Dan is echter (vgl. 7.1) in het
algemeen

een onguivere schatting van é en een zuivere

10)—

schatting voor 1 is in dit geval niet bekend.

Indien nmu van 'PQ de codrdinaat Yo &e8CVen is, is dus

(59) 4 (g b)
in geval I in het algemeen een onzuivere schatting van ¢, ,
daar (in net algemeen)
(60) Box Lim-Pr 4 €3 (gmb)
is. |
In geval IT is (59) eveneens een onzuivere schatting van

f# s A X, , zelfs indien of en (> bekend zijn en in (59) voot
a en b worden gesubstitueerd.Dit blijkt op de volgende wijze:
Wij hebben (de index O voor het moment weglatende)

yzj—ﬂ_f

waarin \/ en « onafhankelijk gzijn. Dus

. | _ _ _ _ ga .
Ly Yo bogt G s G

7ij h(fj’) verdelingsdichtheid van y en £ de verde-~

Tingsdichtheid van ¥, dan is de simultane verdelingsdicht-

heid van Y en

S Ay ke

‘dus &e smml’ta,ne werﬁshngsdlch'hheld van y en o iss

A{;-—v} 4 ()



zodat wij hebben

(61) £ o Svbty-vif o)
7F Shty-v) £ ev) e

Indien de teller de factor #4(y-»/ niet bevatte, zou zif |
gelijk aan v , dus gelijk aan nul zijn., Nu is dit in het
algemeen niet het geval, Indien ¢ klein is t.o0.v. ¥ , zodat
in (61) in de Taylor-ontwikkeling van #4(-vJ de tweede~ en
hogere graadstermen verwaarloosd kunnen worden, krijgen we de

volgende benadering

-

~
~

!‘}‘ ﬁgy}/f(vja/v— - A’gg/vi/uydv

i{dg.ijrz’
é(‘yj

£ . 4(;4/21"74{@-}:1’1" - A'g;fv*-{/v} ar-

daar fw=0 is en /{two/zr.—z is.

Indien b.v. )/ normaal verdeeld is met gemiddelde [ en
spreiding O en ¥ normaal verdeeld met gemiddelde O en sprei-
ding T , krijgt men

(62) Cyey v ~, (g~ )

hetgeen slechts dan gell,]k aan 0 is, als 7=0 of /—é=y ise
Nu is dus in het algemeen

(63) &y K=t B Voo B % L)

Lindley geeft nu echter voor die gevallen, _wéarvoo% stelling
5 geldt, een methode aan, om voor geval IT een _z_u'ivere schat~
ting van f}‘,.},o_ te Verkrijgen's Indien n.1, stelling 5
geldt {wat b.v. het geval is, ais \/aen YV, beide normaal ver-
deeld 2ijn, of indien beide eenr‘ ~verdeling bezitten), is

(daar x.= ﬁov is wegens &,z 0 ):

. v (’31
(64’) foey‘, XQ""%::::{ Zo = O%; o’

Volgens de methode der kleinste quadraten te werk gaande
(met mlmmallsering van de res:uiuen in de richting van de 2
f@/jfbloze coordlnaa'b, dus i.c. de % ~—~r10h'h1ng,verkr11m men nu

‘were schattmngen ¢ en d’ yan 55', resp. van [3 y zodat

ot
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- geldt:

B | _ B , .

(65) fiiaxzo 2..(0 “"o'(ilya ;I - fzo’#n (.c.yo“g)
De schatting

(66) ,C.’;c"g/

is nu dus een zuivere schatting van é;i% 55 .

Op te merken valt nog, dat deze methode in geval I geen
oplossing geeft, daar in dat geval stelling 5 niet geldt,

en ¢’ een onzuivere schatting van 5 is, Dit laatste blijkt,

uit stelling 5; immers was ¢’ een zuivere schatting van é

in geval I, dan was dit volgens stelling 6 ook zo in geval
IT, hetgeen echter in strijd is met de tweede bij stelling

5 gemaakte opmefking. Voor.geVal T is een zuivere schatting
voor é: nog niet gevonden. Schatting (59}Vis, uit het oog—-
punt van bruikbaarheid, in geval I boven (66) te verkiezén,
daar (59) in dit geval bruikbaar is en (66) in het algemeen

niet (zie hiervoor 13).

Indien de exact meetbare codrdinaat van T% gegeven is, zijn
aan het zuiver schatten van de andere codrdinaat in geen van |
beide gevallen moeilijkheden verbonden, Daar voor het geval, ‘
dat beide codrdinaten meetfouten vertomen, geen zuivere
schattingen van & en 3 bekend zijn, behoeft dit niet apart
behandeld te worden. Wij wijzen er echter op, dat ook in 4
deze situatie de voor het in 12.1 gestelde probleem door
Lindley gegeven oplossing voor geval II van toepassing is;
indien stelling 5 kan Worden toegepast. \

Bruikbasrheid van schattingen van de ene coordinaat uit de

andere,

Het bruikbaarheidsbegrip wordt in 4it verband gecompli--
ceerder, Immers beschikt men over bruikbare schattingen ¢ en
b van « resp. {3 verkregen met behulp van de punten 'E, PO ,?n
dan betekent dit, dat @ en b stochastisch naar o en f con-

vvefgeren,;VOGr n+wo ., Om nu echter een bruikbare schattirn
te verkrijgen wan b.v. de codrdinaat <, (resp. VY, ) van P,
‘moet men bovéndien over een bruikbare schatting van de

cotrdinaat ¥, (resp. Xs) van ) beschikken. Deze ken niet be-

‘staan uit &%n enkele waarneming van X, , wel, eventueel, uit



het gemiddelde i van m dergelijke waarnemingen. Is dit
gemiddelde inderdsad een bruikbare schatting van [ (resp.
Ko)s @.w.z. convergeert X, voor msw stochastisch naar ¢,
(resp. X,), dan is

(67) aXxX,+b

een bruikbare schatting van =, (resp. yg) in die zin, dat
deze uitdrukking stochastisch tot vqn(resp. >@ ) conver-
geert, als m en m beide naar <o gaan.

Daar nu voor bruikbaarheid geldt, dat, als «30 en
een bruikbare schatting van « is, ook é een bruikbare schat-
ting vanné:is, treden er hier verder weinig moeilijkheden
op. Het is echter van belang er op te wijzen, dat in geval
I met foutloze E s indien de in 12.1 gemaakte onderstellin-
gen gelden, schatting (59) een bruikbare schatting van £,
is, indien men daarin yw(hxn'een.bruikbare schatting van
Mo vervangt en indien a en b bruikbare schattingen voor
K en zijn (vgl. stelling 1), terwijl dit met (66) in
het algemeen niet het geval is, daar ¢' en d in dit geval

onzuivere schattingen van L en ~§-zijn.
X

14. Keuze uit de verschillende methoden.

14,1. Een algemeen principe voor deze keuze is, dat men meestal
een beter resultaat verkrijgt, naarmate men meer onderstel-—
lingen gebruikt. Men kieze daarom die methode, waarbij men
van zoveel mogelijk (gcrechtvaardigde) onderstellingen ge-
bruik maakt. Een volledig overzicht van de verschillende

* mogelijke onderstellingenstelscls met de daarbij behorende
methoden en resultaten wordt, door zijn uitgebreidheid, on-
overzichtelijk. Wij volstaan daarom met het aangeven van
enkele belangrijke punten.

14.2. Is ¢ foutloos ( uz0), dan is de methode der kleinste qua-
: draten (zie 4.3; stelling 1, 2 en 3) onder zeer ruime ver-
dere voorwaarden toepasbaar cn soms zelfs de mecst doel-

treffende. Betrouwbaarheidsintervallen voor « en (3 verkrijgt
‘mén;‘VOor_zover bekend, met deze methode slechts, als v
_normaal vgrdeeld is.
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gens deze methode afgeleid, bekend zijn, terwijl voor het
verkrijgen van schattingen de verhouding der spreidingen

Ty, en O bekend moet zijn. Is echter deze verhouding’
bekend, terwijl verder van de verdelingen der pun’ﬁen

( «. ‘zr) slechts bekend is, dat «.en ¥ voor iedere | onge-—
correleerd zijn en u, en 25;* voor 1edere { en,t eveneens, |
dan is genoemde me”shode de enige van alle besproken me-

thoden, waarvan de voorwaarden vervuld zijn.

Bezitten de punten (&, %) alle dezelfde verdeling, en zijn
zij onafhankelijk van elkaar verdeeld, dan zijn de metho= ;

den van Wald, Housner en Brennan, Hemelrijk en beide me-
thoden van Theil (onder een aantal vrij algeméne aanvul=-
lende voorwaarden) alle toepasbaar. Hiermee zijn schattin-
gen en betrouwbaarheidsintervallen voor « , 3 , T, en Ty
te verkrijgen. De methode van Wald is de enige, waarmee
onder deze omstandigheden schattingen van 7, en G, ver-
kregen worden. De methoden van Hemelrijk en Theil leveren
betrouwbaarheidsintervallen, ook als de meetfouten niet
normaal verdeeld zijn.. Zijn deze wel normaal verdeeld,
dan verkrijgt men ook met de methode van Wald betrouwbaar-
heidsintervallen.

Voor keuze tussen de methoden van Wald, Housner en Bremman,
Hemelrijk en de beide methoden van Theil is (in verband

met de nevenvoorwaarden voor & , de volgorde der punten &
betreffende) de vorm van de puntemwolk van invloed. Is

deze "halter-vormig" (twee punt-wolken met een tussenruim-
te) dan is de methode van Wald aan te bevelen; heeft zij

de vorm van een "bol met twee uitsteeksels", dan die van
Hemelrijk; heeft zij de vorm van een staaf, dan die van

Housner en Brennan (wasrmee slechts schattingen verkregen

worden) en de twee methoden van Theil. Indien slechts weinti,%zi
punten beschikbaar zijn kunnen de methoden van Hemelrn,;fk
en de tweede van Theil toch gebruikt worden voor de . epal
van een betrouwbaarheidsinterval voor o met niet. te gr ‘
onbetrouwbaarheidsdrempel P (resp.. 7 en. 5 FOR%. BF

Tenslotte zij er nogmaals op gewezen, dat he‘b V“ ’rlch’b

sing,

daar men dan 1° met de 8’%’11;
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zijn verricht), terwijl nu bovendien de normaliteit der
fouten kan toetscn en hun soreidingen kan schatten,

15. Generalisaties van de theorie.

Voor meerdere variabelen (72 =Zﬂca ég +(5 ) vindt men
een behandeling met de methode der kleinste nuadraten en
de maximum-likelihood methode bij LINDLEY [12] . Zie eok
H. THEIL f16] y Waarin tevens een litteratuurlijst zal
worden opgenomen van publicaties betreffende stelsels van
lineaire vergelijkingen van stochastische variabelen.

H. THEIL [16] en K.R. NAIR and M.R. SHRIVASTAVA [14] be-
handelen ook het geval, dat 7 gelijk is aan een polynoom
van g . De toepassing van de methode der kleinste quadra-—
ten op dit probleem wordt o.a. behandeld door W.E., DEMING

[4].
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